


































































(1)式右辺の分母 02210  xbxbb の 2 つの根
が実根で，かつ同符号の場合である。 



































 ・  


































)log()log(log 2211 cxcxCf    
よって 
21 )()()( 21




2  パレート分布とユール分布との対応関係 







b ， 012  cc ， 0 とおくと 
1)()(    xxf  ， 0x  (3) 
となり，パレート分布になる(注2)。 
 






1  になる。したがって(2)式は 
1
2)()(
 cxkxf  
となる。 

















































  cxxf  ， 1cx   
ここで x の範囲を 0 以上に調整するために 1cx 
をあらためて x と置きなおす。 
 xccx 12  
であるので 













いま離散分布が , , , , 3210x …上で分布してお
り，確率は xp で表現されるとする。離散分布の
勾配・縦座標比率に相当するものを考えよう。点





( 1 xx pp )と表現される。また，f に相当するも
のは二点の確率の加重平均と考えられるので，








































・  ， ( 0 , , cba ) 
で表される。ここで (･)はガンマ関数である。 
ユール分布は一般超幾何分布の特別なケースで，









































  ( ,2 ,1 ,0x …) (4) 
と表現される。 
Hosei University Repository
経営志林 第44巻 1 号 2007年 4 月  3 

























･ )1(   










































( ,3 ,2 ,1x …)  (5) 





















)log(  )1(   xC  
よって 





























1)()(    xxf   ( 0x ) 
よって，ユール分布に類似する連続分布はパレー
ト分布である。(証明終わり) 















1)}( )1( { )( 1   cxpp xx  
})1({ )1( 1 xx pccp  
xpccx )}1()1( )1({    



















































































































































































































































連続確率変数 X の分布関数を )(xF ，確率密度













  (6) 
と定義される。 























数とが次のケースで 1 対 1 に対応する。離散分布






)(   ( 0a ， b は実数)  (8) 
とすると， 0b のとき幾何分布に， 0b のとき
ウェアリング分布に， 0b のとき負の超幾何分
布に対応する。 






































  ( 0 ) (9) 
となる。 
 








































































































































































































































































































































































































 )1()( xkxS  
S(0) 1 より， 1k であるから 
 )1()( xxS  
したがって確率密度関数は 
1)1()()(   xxS
dx
d






































  ( 0x ) 
となり，(9)式のハザード関数に一致する。 
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( ,3 ,2 , ,0 hhhx  …)  (10) 
を「一般化ユール分布」と呼ぶことにする。ここ




















































































































































































































































































































































































































































B  (証明終わり) 
 













【定理 3 】 
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x から x  h までの確率 )(xF は 




















































































とする。 1 の場合には乖離度は 0 である。 
区間幅 05.0 ,1.0 ,1h および 3
1
2
1   ,  ,3  ,2
のケースについて乖離度を計算した結果が表およ
びグラフである。エクセルの計算能力の関係で，



























 幅 h ＝ 1     幅 h ＝ 0.1     幅 h ＝ 0.05   
x β＝ 2 β＝ 3 β＝ 1/2 β＝ 1/3  x β＝ 2 β＝ 3 β＝ 1/2 β＝ 1/3  x β＝ 2 β＝ 3 β＝ 1/2 β＝ 1/3 
0 12.5 16.7 -12.1 17.2  0 4.1 7.8 -2.3 44.3  0 2.3 4.4 -1.2 47.0 
1 -16.7 -41.4 -2.7 21.1  1 -2.4 -8.7 -0.6 31.7  1 -1.2 -4.6 -0.3 32.6 
2 -27.1 -57.2 1.5 20.3  2 -4.6 -13.9 0.0 24.1  2 -2.4 -7.6 0.0 24.5 
3 -32.5 -64.4 3.9 18.6  3 -5.7 -16.6 0.3 18.8  3 -3.0 -9.1 0.2 18.9 
4 -35.8 -68.5 5.5 16.7  4 -6.4 -18.1 0.5 14.8  4 -3.3 -9.9 0.3 14.7 
5 -38.1 -71.2 6.6 14.9  5 -6.8 -19.1 0.6 11.5  5 -3.6 -10.5 0.3 11.4 
6 -39.7 -73.1 7.4 13.2  6 -7.2 -19.9 0.7 8.9  6 -3.7 -10.9 0.4 8.7 
7 -41.0 -74.4 8.0 11.6  7 -7.4 -20.4 0.8 6.6  7 -3.9 -11.2 0.4 6.3 
8 -41.9 -75.5 8.5 10.2  8 -7.6 -20.9 0.8 4.6       
9 -42.7 -76.3 8.9 8.8  9 -7.7 -21.2 0.9 2.8       
10 -43.4 -77.0 9.2 7.6  10 -7.9 -21.5 0.9 1.2       
11 -43.9 -77.5 9.5 6.4  11 -8.0 -21.7 0.9 -0.2       
12 -44.4 -78.0 9.8 5.4  12 -8.0 -21.9 1.0 -1.5       
13 -44.8 -78.4 10.0 4.3  13 -8.1 -22.1 1.0 -2.7       
14 -45.1 -78.7 10.2 3.4  14 -8.2 -22.2 1.0 -3.7       
15 -45.4 -79.0 10.3 2.5  15 -8.2 -22.3 1.0 -4.8       
16 -45.7 -79.3 10.5 1.6             












x の値は，たとえば幅 h ＝ 0.1で x ＝ 1 のケースでは  
1 から1.1の区間に対応するもの。 
18 -46.1 -79.7 10.7 0.1  
19 -46.3 -79.9 10.8 -0.6  
20 -46.5 -80.1 10.9 -1.3  
21 -46.6 -80.2 11.0 -2.0  
22 -46.8 -80.4 11.1 -2.6  
23 -46.9 -80.5 11.1 -3.2  
24 -47.0 -80.6 11.2 -3.8  
25 -47.2 -80.7 11.3 -4.3  
26 -47.3 -80.8 11.3 -4.9  
27 -47.4 -80.9 11.4 -5.4  
28 -47.4 -81.0 11.4 -5.9  
29 -47.5 -81.1 11.5 -6.3  
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いる。(1) Simon (1955) の433ページ，(2) Johnson 



































を満たす f＊(i)が generalized Yule distribution であ




みよう。i のかわりに x で置き換える。本稿で を
別の記号として用いているので，a とする。f ＊の
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c





































































































































相当する。ただし，(10)式のとる値は ,2 ,1 ,0x …
であるが，上式は ,3 ,2 ,1x …である。上式のと














  ( ,2 ,1 ,0x …) 
となる。 










(ⅱ) Johnson & Kotz の論文で用いられている
記号を本稿に翻訳して記述しよう。14ページにあ
る(1)式 
 xx thtgtTxXP )()()(   
( ,2 ,1 ,0x …) 






















( 0t ; 0 ,  ) 
とする。 
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  kBkf  












xP c  




(10)式は定義域を ,3 ,2 , ,0 hhhx  …とし，x 軸
上でとる値を ,3,2,, hhh   …として
いる。区間幅 1h で，x 軸上の値を 1 から始める
場合には， ,3 ,2 ,1 ,0x …，x 軸上の値は ,4 ,3 ,2 ,1
…となる。その場合の確率は(11)式あるいは(4)
式で示されている。 
本稿では xのとる定義域を 0 から始めるよう共
通化して議論してきた。しかし，一般には x のと
る定義域と x 軸上でとる値を一致させることが普
通である。すなわち， ,4 ,3 ,2 ,1x …とし，x 軸





















  ( ,3 ,2 ,1x …) 
と表現される。 





定義域を x ， h ， h2 ， h3 ，…



















と定義する。 h ， ， ， 0 である。□ 
 
これに対応するパレート分布は 
1)()(    xxf  ( x ) (17) 
である。 
通常はユール分布，パレート分布ともに 1h ，
  で表現する。 
 






















































































































































































































































































































































































































































































   
)( )(
)(






















































1)(      





  (証明終わり) 
 














1 であるので分子は xp になっている。しかし，
















































































































































































































































































































































































































































14  パレート分布とユール分布との対応関係 
(証明) 

































































































































































































































































































































































分子  }{)(2{)1( 22 h  
)}(   2)1()()1(   h  
)2(22    














  (23) 
 
(証明) 
)( 2XE dxxx 12 )( 

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(1) 蓑谷 (2003), Johnson, Kotz, Balakrishnan (1994)
を参照 
(2) 1)(   xxf , ( x )と表現する方が普
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